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= 1. INTEGRALES DOBLES

= 1.1 INTEGRALES DOBLES DE FUNCIONES DEFINIDAS EN RECTANGULOS
(TEOREMA DE FUBINI)

Si f(x,y) esta definida sobre el rectangulo Q = [a,b] x [c,d], se tiene:

IQJ focy) dx dy = [°(f'f o, y) dy) dx

= 1.2 INTEGRALES DOBLES DE FUNCIONES DEFINIDAS EN REGIONES DE TIPO 1 Y Il

Si f(x,y) esta definida sobre la region: R = {(x,y)| asx=<b, ¢1(X)<y=¢,(x)}, se tiene:
— )

JRJ f(x,y) dx dy = J;”( o ooy T %5 y)dy)cﬂx

Si f(x,y) esta definida sobre la region: R = {(x,y)| csy=d, y1(y)<x=<y(y)}, se tiene:

-[F{f(x,y) dx dy=f(ﬁf}%)f(x,y)dx)dy

= 1.3 INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES

Si f(x,y) esta definida sobre una region R, determinada en coordenadas polares por las
desigualdades: a<r=<b, a<6<p, se tiene:
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IRI f(x,y) dx dy = J:(fff(r cos(f), r sen(d))r d())dr

= 1.4 FORMULA DE CAMBIO DE VARIABLES PARA INTEGRALES DOBLES

Si T= (x(u,v),y(u,v)) transforma una regiéon S en el plano uv en la region R del plano xy,
entonces se tiene:

,ff = ff I(X,y)
A f(x,y) dx dy S f(x(u, v),y(u, Vv)) 50 dudv
X 9x
con el Jacobiano de T, % = g; 2’, # 0, las derivadas parciales son continuas y al

Bu  ov
funcion T es 1-1, excepto en conjuntos de area 0.

= 1.5 EJEMPLO

EJEMPLO 1: Calcular la integral:

ﬁ[f‘/\/g(ﬁ +xy2)dy]dx

-V 9-x?

Solucioén:

La region donde estd definida la funciénes: 0 <x <3, -V 9-x> <y<y9-x>.

Como y = J_r V9 —x2 es la circunferencia: X> + y?> = 32 con centro (0,0) y radio 3, la regién es la mitad derecha del disco con

z
2
Escribiendo la integral en coordenadas polares obtenemos:

centro (0,0) y radio 3 definida por: _—2" <f0<-,0<r<3.

/2

2 (§(F Cos(®) + r Cos(6) r* Sen®(©)) r dr) d6

La integral con respecto ar es:
Fr* Cos(0) (Cos*(6) + Sen(@)) dr = ['r* Cos(6) dr = Cos(6) (= [})=< Cos(d).

por lo tanto obtenemos:
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2 35 5 x 5
[, % Cos(0) do =" (Sen(®)[77,) = 2=486/5.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3/0

= 2. INTEGRALES TRIPLES

= 2.1 INTEGRALES TRIPLES DE FUNCIONES DEFINIDAS EN CAJAS
(TEOREMA DE FUBINI)

Si f(x,y,z) esta definida sobre la caja R = [a,b] x [c,d] % [r,s], se tiene:

IJF;jf(x,y,z) dx dy dz=j:(f(ff(x,y, z))dz)dy)dx

m 2.2 INTEGRALES TRIPLES DE FUNCIONES DEFINIDAS EN REGIONES DE TIPO 1Y Il

Si f(x,y,z) esta definida sobre la region:
R = {(x,y)l asx=b, p1(x)sy=¢2(x), ¥1(x,y)=z=<¢2(x,y)}, se tiene:

P1 x) (X !y)

J.g f(x,y,z) dx dy dz = j:( Z‘X)( ﬂz(x’y)f(x,y,z))dz)dy)dx

= 2.3 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CILINDRICAS

Si f(x,y,z) esta definida sobre una region R, determinada en coordenadas cilindricas por las
desigualdades: a<r<b, a<6<B, c<z=d, se tiene:

”F;j f(x,y,z) dx dy dz = fa’(ff(fcjf(r cos(), r sen(6), z)) r cﬂz) cw) dr
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= 2.4 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS ESFERICAS

Si f(x,y,z) esta definida sobre una region R, determinada en coordenadas esféricas por las
desigualdades: a<p=<b, a<60<p, c<p=d, se tiene:

I ~|£ J f(x,y,z) dx dy dz =

(1

fa’(fﬁ(fcjf(r sen(yp) cos(f), r sen(p) sen(d), r cos(go))) p2 sen(go)dcp)do)dp

= 2.5 FORMULA DE CAMBIO DE VARIABLES PARA INTEGRALES TRIPLES

Si T= (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) transforma una regiéon S en el plano uvw en la regiéon R del
plano xyz, entonces se tiene:

A(X,Y,2)
a(u,v,w)

J.Jl;ff(x,y,z) dx dy dz = fif f(x(u,v,w),y(u,Vv,w), z(u, v, w)) du dv dw

ox  ox  ax
ou dv ow

o(X.y.z) o | &Y 9 % ; i

PYORYET) % v on | F 0, las derivadas parciales son
oz oz oz
ou dv ow

con el Jacobiano de T:

continuas y al funcion T es 1-1, excepto en conjuntos de volumen 0.

= 2.6 EJEMPLOS
EJEMPLO 2: Calcular la integral:

JJEJ y? 72dx dy dz , en donde E es la region acotada por el paraboloide: x = 1 — y?- 22 y el plano x = 0.

Solucioén:

El paraboloide corta al plano en la curva: 0 =1—y?- 72 o y>+ 22 = 1, que es una circunferencia de centro (0,0) y radio 1 en el
plano yz. Podemos usar coordenadas cilindricas: r y 6 en el plano yz, y en el otro eje la coordenada x.

Las ecuaciones de transformacion son: y = r Cos(f), z =r Sen(6), x = x.

La regién esta determinadapor: 0 < <21, 0<r<1,0<x<1-y>-22=1-r%
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La integral transformada a coordenadas cilindricas es:
EA(f (6P cos@) > sen’®) r ax) dr) a,

r2 Cos?(6) r* Sen?() r = r° (Cos(0) Sen(0))* =

r° (4 Sen(260))” == Sen®(20) = £ (21 Cos@ ) = = (1-Cos4 6)),

1-r* 1’

[P cost @) 2 sen’@ rdx= [ L (1 - Cosd ) dx =L (1-Cos46)) (1-1?) =
< (1-Cos(4 0)) (r-r7).

3 (1= Cos@0) (r5 ) dr =< (1-Cos(4 6)) (L;-L;)u) =< (1-Cos(40)) (—;-é)zﬁ (1-Cos(4 ),

"1d0 - [P" Cos(46)d6)=—— (2n-+ [*" Cos(46) 4d6)=

2r 1
L =57 (1= Cos(46))d6 = o .

——(
8(24) 8(24)

1 1 1
Soy (-7 Sen(d6) ™) = 5 21 = /9.

Plot3D[{ 1-y?-2*, 0}, {y, -2, 2}, {z, -2, 2}]

-2 -1 0 1

(=]

EJEMPLO 3:
2
Calcular el volumen del solido E encerrado por el elipsoide: iz + L2 1.
a b2 ¢?
Solucion:

Hacemos el cambio de variables: x = au, y = bv, z = cw.

22 212 2\ 2
a‘u b* v c* W
+ +

La nueva region S estd acotada por: — =1,0sea: u> +V2 +w? =1,
a b? c?

la circunferencia de centro (0,0,0) y radio 1 en el espacio uvw.

=abc

El Jacobiano es: =
a(u,v,w)

0
b
0

0O OO

o(X,y,Z)
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El volumen de E es:

”EJ 1dx dy dz = Jg abc du dv dw = abe Jg I dudv dw =abe (5 7 1%)= 3 7 abe.




