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I. LIMITES EN UN PUNTO

lim £ (x) =L
X - a

Para todo € >0 existe 0 >0talque |f(x)-L| <€ si 0< |x-a] <O

EJEMPLO 1. Demostrar :
lim £ (x) = 3
x->1

f(x) = 3x

Sea € > 0, encontremos 6§ >0talque | 3x-3|<e si O0<}|x-1] <§6.

}3x-3] = |3(x-1)| =|3|}x-11=3|x-1| <€,
si tx-1] <e/3 = 6.
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EJEMPLO 2. Demostrar :

limg (x) =0
x-0
g(x) = x*

Sea € > 0, encontremos 6>0talque| x2—0| <e si 0<{x-0} <6&.

|x2—0| = { x2| = x2= |x|%<e€,

si Ix}< Ve =6.

N
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EJEMPLO 3. Demostrar :

limg (x) =1
x->1
g (x) = x*

Sea € > 0, encontremos 6>0talque| x2—1| <e si0<|x-1} <6.
| x2—1| = { (x+1) (x—l) | =|x+1}|x-1}

Si |{x-1}<1, -1<x-1<1, 0<x<2, 1<x+1<3, |x+1}<3

Por lo tanto

| ®*-1] =1x+1}1x-1} <3|x-1} <€,

si |x-1}<e/3 y |x-1}<1

& = Min {1, e /3}
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2. LIMITES EN EL INFINITO

limf (x) 2
X — 00

Para todo € >0 existe M >0, tal que [f(x)-L| <€ si x>M

EJEMPLO.Demostrar :
limf (x) = O

X = o

f(x)=x1—3

Sea € > 0, encontremos M > 0 tal que -0{<e six>M.

1
%3

Six>0,
1 1 1
—-0{=1— =— <€,
x3 x3 x3
o1 3 1 1
si — <x° & 3] — <=x. Porlotanto M= 3| —
€ € €

0.04 -
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3. LIMITES INFINITOS

limf (x) _
X > a

(eo)

Paratodo M >0 existe 0 >0, talquef(x) >M si 0< |[x-a|] <&

EJEMPLO.
Demostrar : 1im £ (x) =
X2
1
o | 2]
x-2

SeaM > 0, encontremos & > 0 tal que >Msi O0<|x-2}<6

x-2

| - >M e <M4=£<|x—2|,<‘5=i
x-2 |x-2} M M
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4. OTROS EJEMPLOS
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4.| Demostrar:

lim1
/ x = i, si a=*0.
X = a a

Seae >0,

encontremos & > 0 tal que {;1—;1} <e si 0<|x-al <o

{L_L}_{a—X| _ Ja-x} _ _{x-aj
X a

Acotemos el término —=

tomando un 6 provicional.

fal {xt
Si{x-al < %L, como {|x}-lall=ix-a}l,
entonces | |x| - |al} < &t

2
y se tiene, quitando un valor absoluto :

zbcyxp-jal < 2o jap - b cgxp < qat s it

J%L<{><}<—*—L32a =

la}? 3 lal? 2 1 . -
5 <Jal x|} < > = iawz> {aHX}.A51set1ene
N 2 N 1
|x-al iz |x-al R Por lo tanto
1 1 _ 2
|x a} <ix-af {a}2<€’

si {x-al < e%ﬁy fx-af <42,

Elegimos & = min{ fab, e %ﬁ}



4.2 Demostrar:

Si lim £ (x)
X = a

=L, entonces

LmI/E(=) = /L siL=o.

X —=>4a
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4.3 Demostrar el caracter local del limite:
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Si f(x) y g(x) son iguales en un intervalo de radio I, con x#ay

limf (x) _ L, entonces limg (x)
X = a X = a

= L.
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Seae >0,

encontremos 6 >0 talque |g (x) -L}<e s1 0<{x-a}l <o

Por la definicidn,

lim £ (x)

= L, sabemos que existed” >0 tal que
X > a

como

f(x)-L{ <e, si0<}tx-al| <o6".

Ahora tenemos dos intervalos alrededor de a,
uno con radio &1, donde f ygson iguales,
y otro con radio &  donde
l £ (x) -L | <e. Tomemos la
interseccidén de los dos intervalos,
la cual esun intervalo con el radio mas pequefio :
6=min {61, 6 }.Enese intervalo
ocurren las dos cosas :
fygsonigualesy | £ (x) -L | <e€.

Expresado esto en simbolos, se tiene :

Si0< |x-a}l <6 entonces 0 <

{x-al<dl y O<{x-a}lt <6, por lotanto:

fg (x) -L} =1{f (x) -L} <e€.

Herramientas

£[x_] :=1/(x*3)
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Gl = Graphics[{Red, Line[{{6, 0}, {6, £[6]1}}1}1"

G2 = Graphics[{Red, Line[{{6, £[6]}, {2, £[6]1}}1}1~

Show[Gl, G2]

Plot[£[x], {x, 1, 15}, AspectRatio-1/1.1]

0.06

£[x_] :=2bs[1/ (x-2)]
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Plot[f[x] , {x, -1, 16}, AspectRatio - 1/1.1]

14}
12}
10}
08}

0.6

0.2}

5 10 15

Gl = Graphics[{Red, Line[{{1, 0}, {1, £[11}}1}1;

G2 = Graphics[{Red, Line[{{1, £[1]}, {0, £[11}}1}1:
G3 = Graphics[{Red, Line[{{3, 0}, {3, £[31}}1}1;

G4 = Graphics[{Red, Line[{{3, £[3]}, {0, £[31}}1}1~

Show[Gl, G2, G3, G4]
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Show[%, %%]

0.8

0.6

0.2




